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spontaneous transition probabilities increase like 
Z A Aj i whereas the collisional rate coefficients 
decrease like Z - 3 . 

The numerical values published in this paper 
refer to an idealized homogeneous plasma. Under 
actual conditions one has to account for the 
inhomogeneous character of all plasmas. Generally 
speaking, one has to calculate the population 
densities from a coupled system of rate equations 
coupled with the corresponding radiative rate 
equations. The numerical values given here may 
nevertheless give a very good idea on what happens 
when substantial radiative absorption exists. 

The decrease of the plasma temperature towards 
the boundary will slightly favour the establishment 

of L.T.E. compared to the values given in the 
figures. This is due to the fact that the outer cold 
plasmas zones are under the influence of the 
radiation field originating from the central hot zone. 
On the other hand, the radiation field of the cold 
boundary zones will practically not influence the 
population densities of the central hot part of 
temperature Te. 

One concludes from these calculations that it will 
be very difficult to establish complete L. T. E. in 
the level system |of hydrogen below electron 
densities of about 1 X 1016 cm - 3 . 

I thank Miss F. EMARD for having written the computer 
programme. 
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Determination of Plasma Electron Density Profiles by Means of Resonant Cavities 

The shift of the resonant frequency of microwave cavities excited in TMomO ( m = l , 2, 3 ) , 
TMno (I — 1, 2 ) , TEoin integer) modes under the influence of a plasma is calculated for 
arbitrary radii of plasma and cavity for Bessel profile and common parabolic profiles. 

In measuring the frequency shift for two of the cited cavity mode types an approximate electron 
density profile can be determined from the submitted diagrams. 

Die Resonanzfrequenz co0 eines Mikrowellen-Hohl-
raumresonators verändert sich unter dem Einfluß 
eines Dielektrikums im Resonator. Wird ein Plasma 
als Dielektrikum verwendet, so ist es möglich, aus 
der Verschiebung AM der Resonanzfrequenz die 
Elektronendichte n des Plasmas zu bestimmen1. 
Bisher durchgeführte Rechnungen setzten ein be-
stimmtes Verhältnis der Radien der Plasmasäule 
und des Resonators und einschränkende Elektronen-
dichteprofile voraus, oder bedingten weitere um-
fangreichere Rechnungen zur Bestimmung des Pro-
fils 2 - 8 . 

Für Resonatoren der Typen TM 0 1 0 , TM020 , 
TM030 , TM1 1 0 , TM2 1 0 , TE01n wird hier die Fre-
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quenzverschiebung AOJ und die Güteänderung 
A(\jQ) für beliebige Verhältnisse von Plasma-
radius zu Resonatorradius bei beliebiger Resonanz-
frequenz für Besseische /0-, rechteckförmige und 
allgemeine parabolische Dichteverteilungen berech-
net. Aus Messungen in zwei Resonatormoden am 
selben Plasma läßt sich das Dichteprofil bestimmen. 

1. Berechnung 

Nach SLATER 9 beträgt die Frequenzverschiebung 
Aco und die Güteänderung A(\jQ) eines Hohlraum-
resonators mit der ungestörten Resonanzfrequenz o>0 

und der ungestörten Mikrowellenfeldstärke E(r) bei 
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Störung durch ein Medium mit der komplexen Leit-
fähigkeit o ( r ) 

\QJ w0 w0i 

f o(r) E- (r) dF 

f E2 (r) dV (1) 

(e0 absolute Dielektrizitätskonstante, dV = r dr dcp dz 
Volumelement). 

Mit a ( r ) = j co e0 [e (r) - 1 ] (2) 

und der komplexen Dielektrizitätskonstanten s (r) 
eines magnetfeldfreien Plasmas 

v ' 1 — j-v/co 
(3) 

wobei ü 2 ( r ) - (r) und cop(r) = 
e2 n(r) Vi 

(4) 

die Plasmafrequenz (e Elementarladung, n(r) Elek-
tronendichte, m Elektronenmasse) und v eine Stoß-
frequenz ist, ergibt sich nach Trennung von Real-
und Imaginärteil mit der Näherung cO«OJ0 

Aco 1 
fÜ2(r) E2{r) dV 
V 

2 1 + (v/a>0)2 

A GH r/<o0 

/ E2 (r) dV 
V 

fÜ2(r) E2 (r) dV 
V 

Mit 

wobei 

(v/(ooy f E2(r) dV 
v 

n(r) 
Tic 

nc = co0
2 e0 m/e2 

= 1,24 -10 1 0 ( /o /GHz) 2 c m " 3 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

die cut-off-Dichte bei der Frequenz co0 = 2 TI / 0 ist, 
lassen sich die Gin. (5) und (6) schreiben: 

AM 
fn(r) E2 (r) dV 

1 Plasma 
f E2(r) dV 
Resonator 

o>0 nc 1 + (v/co0)2 2 

A ( l / Q ) = 2 ( v / c o 0 ) - ( A a > / c o 0 ) . 

Im folgenden werden das Bessel-Profil 

n(r) =no(B) h(aoi'r/Rp) 

und das allgemeine Parabelprofil 

n ( r ) = n 0 { P ) [ l - s ( r / R p ) 2 ] 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

in Gl. (9) verwendet (n0 Achsdichte, Rp Plasma-
radius, a01 = 2,405, s Parabelparameter). 

Diese Dichteprofile sind in Abb. 1 dargestellt; 
der Parabelparameter ist zwischen 5 = 0 und 5 = 2 
verändert. 

Abb. 1. Bessel-/0-Dichteprofil und Parabelprofile mit dem 
Parameter s. 

Da sich die Frequenzverschiebung in beliebigen 
Resonatoren aus dem über den Rohrquerschnitt ge-
mittelten Elektronendichtewert h ergibt, ist für Ver-
gleiche zwischen verschiedenen Verteilungen die 
Achsdichte n0 in den mittleren Dichtewert umzurech-
nen : 

«P 

( 1 3 ) 
r=0 

Für die Bessel-Verteilung folgt damit 

h = 0,432 no(B) » 

für die Parabelverteilungen 

h = (1 - y - s ) n0(p) 

n = (1 /2 s) /lo (p) für 

... . 0 ^ 5 < 1 

1 S < OC 

0 ^ r < : R j V s 

(14 ) 

(15) 

(16) 

Gleichung (9) lautet mit den Gin. (14) bzw. (15) 
und (16) 

Ao) = H 1 „ 

co0 n c l + ( > W ! ' { > 

wobei der Geometriefaktor F für die Bessel-Vertei-
lung lautet: 

Frn\ = 

/ / 0 ( a 0 1 - r / Ä p ) E2(r) r dr 
i r=0 

(B) 0,432 Rt 

f E2{r) rdr 
r=0 

(18) 
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und für Parabelverteilungen 
«P 

/ [ l - s ( r / Ä p ) 8 ] EHr) r dr 

f < * > - t = Ü — — * ( 1 9 ) 

/ E2(r) r dr 
r=0 

mit dem Gültigkeitsbereich 0 ^ ^ 1 ; 0 r /?p 

und 
RJVs~ 

f [\—s(r/Rp)2] E2{r) r dr 
F ( p ) = 5 — R t ( 2 0 ) 

/ E-{r) r dr 
r=0 

mit dem Gültigkeitsbereidi 

1 5 < o o ; O ^ r ^ R j V s . 

Für Resonatoren des Typs TM;mo ist die Mikro-
wellenfeldstärke E(r) angegeben zu 10 

E ( r ) = E z = E z o J l ( o L l m - r / R I ) ( 2 1 ) 

(Ji Bessel-Funktion /-ter Ordnung, 1. Gattung, mit 
der m-ten Nullstelle ilm; Rr Resonatorradius) und 
für Resonatoren des Typs TE 0 w w zu 

E ( r ) = E ß = EQQ Jx (alm • r / R T ) s i n { n n z j L ) ( 2 2 ) 

Abb. 3. Geometriefaktor F für TM020-Resonatoren bei Bessel-
und Parabelverteilungen als Funktion des Radienverhältnisses 

RP/Rr • 

Abb. 4. Geometriefaktor F für TM030-Resonatoren bei Bessel-
und Parabelverteilungen als Funktion des Radienverhältnisses 

Rp/Rr • 

Abb. 2. Geometriefaktor F für TM010-Resonatoren bei Bessel-
und Parabelverteilungen als Funktion des Radienverhältnisses 

Rp/Rr • 

C. G. MONTGOMERY. Technique of Microwave Measure-
ments. MIT Rad. Lab. Ser. Vol. 11. McGraw-Hill, New 
York 1947. 
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Abb. 5. Geometriefaktor für TEom- bzw. TM110-Resonatoren 
bei Bessel- und Parabelverteilungen als Funktion des Radien-

verhältnisses Rp/Rr . 

Abb. 6. Geometriefaktor F für TM210-Resonatoren bei Bessel-
und Parabelverteilungen als Funktion des Radienverhältnisses 

Rp/Rr . 

2. Bestimmung des Dichteprofils 

Aus dem Verhältnis der Frequenzverstimmung 
zweier Resonatoren, die in verschiedenen Moden 
schwingen, läßt sich das Dichteprofil der Elektronen 
bestimmen. 

Bei Vernachlässigung der Stöße ist der Geometrie-
faktor F1 des unbekannten Dichteprofils mit dem 

BESTIMMUNG DES ELEKTRONENDICHTEPROFILS IN PLASMEN 

( / j Bessel-Funktion 1. Ordnung, 1. Gattung, mit der 
m-ten Nullstelle n Zahl der Feldstärkemaxima 
bzw. -minima; L Resonatorlänge). 

Der Geometriefaktor F ist also abhängig vom 
Resonatormode, vom Elektronendichteprofil n(r ) 
und vom Radienverhältnis RPJRT. 

In den Abb. 2 — 6 ist dieser Faktor als Funktion 
von Rp/RT und dem Dichteprofilparameter s der 
Parabelprofile und für Bessel-Verteilung für die 
verschiedenen Resonatortypen angegeben. 
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Abb. 7. Verhältnis V der Geometriefaktoren zweier Resonato- Abb. 8. Verhältnis V der Geometriefaktoren zweier Resonato-
ren ( T M 0 2 0 ZU TEOI« b z w . T M 1 1 0 ) für Besse l - und Parabe l - ren ( T M 0 2 0 zu T M 2 1 0 ) für Bessel - u n d P a r a b e l p r o f i l e als 

pro f i le als F u n k t i o n von Rp/Rr . F u n k t i o n von Rp/Rr . 

Parameter s = s0 bei gegebenem Radienverhältnis 
(Rp/Rr))^ für den Resonator 1 

AwJco0l= (n/n ci) F1(s0; (Äp /Ärh ) . (23) 

Für den 2. Resonator gilt diese Gleichung entspre-
chend mit dem Index 2. 

Der Quotient der normierten Frequenzverstim-
mung der beiden Resonatoren ist 

AmJcoq! nc2 v ( (Rp\ f R v \ \ . . 

Aco2/co02 n c i \ S ° ' U r / l ' U r / 2 / [ ' 

Mit Gl. (8) folgt 

(26) ZlO), Wno 

Zur Bestimmung des Dichteprofils ist nach Gl. (25) 
der Quotient V der Geometriefaktoren F bei dem 
gegebenen Radienverhältnis RP/RT für jeweils glei-
che Werte s zu bilden und mit dem nach Gl. (26) 
experimentell bestimmten zu vergleichen. 

Für gleiche Radien RT der beiden Resonatoren 
ist in den Abb. 7 — 9 der Quotient V aus den Geo-
metriefaktoren für die Resonatorpaare TM020 und 
TE0i„ bzw. TM 1 1 0 , TM020 und TM 2 1 0 , TM110 bzw. 
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TEoi« und TMoio dargestellt. Mit bekanntem Para-
meter s0 läßt sich nach Gl. (23) die mittlere Dichte h 
und mit Gl. (15) bzw. (16) die Achsmittendichte n0 

bestimmen. 

Herrn Prof. Dr. W. K L U G E danke ich für die freund-
liche Förderung dieser Arbeit, Fräulein A N G E L E vom 
Institut für Plasmaforschung für die Durchführung der 
numerischen Rechnungen und der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft für die finanzielle Unterstützung. 

0,2, Oß Ofi 1,0 Bp/Rr 

Abb. 9. Verhältnis V der Geometriefaktoren zweier Resonato-
ren (TM110 bzw. TEoira zu TM210) für Bessel- und Parabel-

profile als Funktion von Rp/Rr . 


